
Un peu de Physique é pour 

comprendre le monde moderne

Ch 4 ðFonctions dõ®tat/dõonde ðEquation de Schrödinger

Cette ïuvre est sous licence Creative Commons Attribution -Pas dõUtilisation 

Commerciale 4.0 International.

Bernard Remaud
bernard.remaud@univ -nantes.fr

https ://un -peu -de -physique .fr

Mars 2020

1

Un peu de Physique pour comprendre le monde moderne - avancée 

https://intraperso.univ-nantes.fr/m-bernard-remaud-4061.kjsp?RH=1273152357689
mailto:bernard.remaud@univ-nantes.fr
https://www.un-peu-de-physique.fr/


Mars 2020Un peu de Physique pour comprendre le monde moderne - avancée 

2

Quõest-ce quõun çobjet » quantique

Particules à notre échelle
(bille, grain de poussière, voiture)

Masse

Charge électrique

Propriétés magnétiques

Couleur é

Espace « physique » à 3 dimensions 
+ temps

Lõ®volution de la particule est 
déterminée:
ÅSa position ᴆὶ(3 nombres )
ÅSa vitesse ᴆὺ (3 nombres )
ÅLe temps t (1 nombre)

De ces grandeurs, on peut déduire

dõautrescaractéristiques comme

lõ®nergieé

Particules Quantiques
(®lectrons, protons, atomes,é)

Masse

Charge électrique

Spin 

é

Espace des fonctions dõ®tat + temps

Lõ®volution de la particule est 
déterminée:
Sa fonction dõonde (ou vecteur 

dõ®tat) ‪ ᴆὶȟὸ, qui est complexe

(partie réelle et partie imaginaire )

La fonction dõonde comporte toute 
lõinformation sur la dynamique de la 
particule

Lõ®volution au cours du temps t de 
la position ᴆὶet de la vitesse ᴆὺest
donnée par les équations
classiques

Lõ®volution au cours du temps t 
‪ ᴆὶȟὸest donnée par des 
équations , comme celle de 
Schrödinger.
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Retour sur la fonction dõonde (non-relativiste)

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie réelle 

et partie imaginaire) :

‪ ᴆὶȟὸ ὙὩ‪ ᴆὶȟὸ ὭὍά‪ ᴆὶȟὸ

Dont le module au carré ‪ ᴆὶȟὸ , donne la probabilité de présence de la 

particule au point ᴆὶde lõespace  

‪ ᴆὶȟὸ ‪z ᴆὶȟὸ‪ ᴆὶȟὸ ὙὩ ‪ ᴆὶȟὸ Ὅά ‪ ᴆὶȟὸ

La somme de toutes les probabilités sur tout 

lõespace est donc ®gale ¨ 1 (100% de 

probabilités)

‪ȿ‪ Ὠὶ‪ᶻᴆὶȟὸ‪ ᴆὶȟὸ ρ

‪z ᴆὶȟὸ ὙὩ‪ ᴆὶȟὸ ὭὍά‪ ᴆὶȟὸ Imaginaire conjugué

La fonction dõonde nõest pas observable ; la probabilit® 

de pr®sence peut sõestimer exp®rimentalement

Mars 2020

https://www.youtube.com/watch?v=cIeKZDHzboo
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Fonctions dõ®tat ðEquation de Schrödinger

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie r®elle 

et partie imaginaire) dont le module au carré donne la probabilité de 

présence en un point donné

Mars 2020
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La fonction dõonde (non-relativiste)

Mesure dõune observable A  (position , ®nergie, vitesse, é)
Pour calculer la valeur qui r®sultera dõune mesure exp®rimentale de A :

ÅOn fait correspondre ¨ lõobservable, un opérateur linéaire Â dans lõespace 

des fonctions dõonde

ÅFaire une mesure, cõest faire agir lõop®rateur sur la fonction dõonde :

Ӷὃ ‪=‪ Ὠὶ‪ᶻᴆὶȟὸ=ᴆὶȟὸ‪ ᴆὶȟὸ

=ᴆὶ‪ ᴆὶȟὸ ὥ• ᴆὶȟὸ
Où a est lõune des valeurs possibles de la grandeur observable A

La mesure modifie ‪et la réduit à la fonction (propre) •

Un grand nombre de mesures permettent de calculer la valeur moyenne Ӷὃ

Et la dispersion autour de cette moyenne

Ӷὃ Ὠὶ‪ᶻᴆὶȟὸ= ᴆὶ‪ ᴆὶȟὸ„ Ӷὃ Ӷὃ Avec

Mars 2020

Pour mieux comprendre cette section : voir la boîte à outils et la version audio expliquant les opérateurs 
sur une exemple simple
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Une analogie

Un d® a 6 ®tats : 1, 2, é6, not®s |1> , |2> etc..

Lõ analogue de sa fonction dõonde est le mélange équiprobable 

de ces 6 états possibles (ne dépend pas du temps) :

‪
ρ

φ
ȿρ ȿς ȿσ ȿτ ȿυ ȿφ

Mesurer un état du dé , cõest faire un lancer le d® et lire le r®sultat.

Lõanalogue quantique est de d®finir un op®rateur Lancer ὒ
Faire une mesure, cõest faire agir ὒsur ‪; par exemple on tire un 5 : 

ὒ‪= υȿυ
Le lancer ὒa « projeté è lõ®tat du d® sur lõ®at|5> parmi toutes les valeurs possibles.

La valeur moyenne des lancers 

<‪ȿὒ| ‪> = ρ ς σ τ υ φ = 

Lõ®cart-type (au carré) ʎ2= < ‪ȿὒ ȿὒ|>) 2ȿ‪ = ρ ς σ τ υ φ - =

La théorie indique que 95 % des lancers se situeront dans un intervalle ± 2Ȓautour de la moyenne (peu significatif pour le dé 

à valeurs entières)

Mars 2020
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Lõalg¯bre classique des op®rateurs

Observable:

Vecteur 

projeté sur la 

droite

Opération 

Mathématique

ὠ= ὖὠ
vecteur projeté

Longueur de ὠĄ ὠ

est une fraction de ὠ

Si on recommence lõop®ration- dans les mêmes 

conditions - le résultat sera le même

Calculer la longueur dõun vecteur ὠprojeté sur une droite Ǥ

Opérateur de 

projection ὖ

Mars 2020

ɲ

ὠ

ὠ= ὖὠ
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Prédire une mesure avec la Mécanique quantique

Observable:

Vitesse de la 

particule ᴆὺ

aᴆὺ‪

Lõop®rateur ὠextrait une valeur possible ᴆὺ
Mais modifie ‪Ą‪ òprojectionó de ‪correspondant à la valeur ᴆὺ

ou (aléatoirement ) ‪Ą‪ òprojectionó de ‪correspondant à la valeur ᴆὺ

Opérateur:

Correspondant 

à la vitesse de 

la particule ὠ

ou ᴆὺ‪

Prédire une mesure avec la Mécanique quantique

Mesures 

particulières

ᴆὺ

ᴆὺ

é

ᴆὺ

Mars 2020

Projection

ὠ‪

ou ᴆὺ‪
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Un ensemble de mesures avec la Mécanique quantique

ᴆὺ ᴆὺȣᴆὺ sont répartis selon une loi de 

probabilité ; avec une moyenne ᴆὺ, une

dispersion Ȓautour de cette moyenne

ᴆὺ ᴆὺ , etcé

Observable:

Vitesse de la 

particule ᴆὺ

Fonction 

dõonde
(contient les 
probabilités de 
chaque état)

Mesures 

particulières

ᴆὺ

ᴆὺ

ᴆὺ

Ensemble de 

mesures

é

ᴆὺ
ρ

ὔ
ὺ

„ ᴆὺ
ρ

ὔ
ὺ ᴆὺ

Probabilités des 
mesures de V

<v>

Ȓ(v)

V

Mars 2020
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Fonctions dõ®tat ðEquation de Schrödinger

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie r®elle et partie 

imaginaire) dont le module au carré donne la probabilité de présence en un point 

donné

Faire une mesure, cõest faire agir lõop®rateur sur la fonction dõonde et la 

projeter sur un ®tat propre de lõop®rateur

Mars 2020
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Observable Notation 

classique

Opérateur à 1 

dimension

Opérateur à 3 dimensions

Position ᴆὶὼȟώȟᾀ ὼ ὼρ Ƕὶ ὼȟώȟᾀρ

Quantité de 

mouvement

ᴆὴ άᴆὺ
ὺ Ὥ

Ὤ

ςʌά

Ὠ

Ὠὼ

ὴ Ὥᴐ
Ὠ

Ὠὼ

ᴆὴ Ὥᴐɳ

ᴆὴ ὴȟὴȟὴ )

Moment 

angulaire
ὒ ᴆὶ̂ ᴆὴ

ὒ ώὴ ᾀὴ

ὒ ᾀὴ ὼὴ

ὒ ὼὴ ώὴ

ὒ ώὴ Ƕᾀὴ
é

é

Energie 

cinétique
Ὁ

ρ

ς
ά ᴆὺ

ᴆὴ

ςά

Ὁ
ᴐ

ςά

Ὠ

Ὠὼ
Ὁ

ᴐ

ςά
Ȣɳɳ

ᴐ

ςά
ɝ

Ὁ
ᴐ

ςά

Ὠ

Ὠὼ

Ὠ

Ὠώ

Ὠ

Ὠᾀ

Energie 

potentielle

Ὁ ὼȟώȟᾀ Ὁ ὼρ Ὁ ὼȟώȟᾀρ

Les op®rateurs sur les fonctions dõonde

Mars 2020
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Les op®rateurs sur les fonctions dõonde

Opérateur position ὼ ὼρa pour état (fonction) propre (à 1 dimension)

‪ὼ ὼ‏ ὥ, nulle partout sauf au point ὥ
Ąὼ‏ὼ ὥ ὥ‏ὼ ὥ

La « fonction  de Dirac utilisée par les physiciens a été formalisée par les mathématiciens dans la‏ «
théorie des distributions

Une fonction dõonde quelconque se d®compose sur les fonctions propres :

‪ὼ ὅ ὼ‏ ‌Ƞ

ὅ est la probabilit® dõobserver la particule au point ὼ ‌

Canon à électrons

x

y

a

b

Les fonctions propres des opérateurs sont laissées invariantes à un facteur 

constant pr¯s par lõaction de lõop®rateur**

‪ὼȟώ
ὼ‏ ὥ‏ώ ὦ

Mars 2020

Observer un électron au point x=a correspond à une projection de 

‪ὼ sur le vecteur ‏ὼ ‌ avec une probabilité ὅ

**Voir les opérateurs dans le « Manuel de survie
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Les op®rateurs sur les fonctions dõonde (suite)

Opérateur quantité de mouvement  ὴ Ὥᴐ a pour fonction propre 

åὩüȠk est un nombre positif ou négatif

Ą Ὥᴐ Ὡü ὯὩü onde plane de longueur dõonde,  ʇ

Les fonctions propres des opérateurs sont laissées invariantes ¨ un facteur constant pr¯s par lõaction de lõop®rateur

On note que les fonctions propres « position » sont très 

localisées et celles « quantité de mouvement » sont 

infiniment étendues ăĄ impossibilité des mesures 

simultanées de vitesse et de position.

Opérateur énergie Ὥᴐ a pour fonction propre 

‪ὼȟὸ= ὃὼὩü ; E>0

ĄὭᴐ ὃὼὩ ü ὉὃὼὩ ü ; onde stationnaire 

Voir la vidéo (en anglais) illustrant les 
fonctions propres position, quantité 
de mouvement et énergie

Mars 2020

Les opérateurs moments angulaires ὒet ὒ ont comme fonctions propres les 

harmoniques sphériques à base de polynômes de Legendre ὖÃÏÓ.‮

https://www.youtube.com/watch?v=LZie2QC5Jbc
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Fonctions dõ®tat ðEquation de Schrödinger

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie r®elle et partie 

imaginaire) dont le module au carré donne la probabilité de présence en un point 

donné

Faire une mesure, cõest faire agir lõop®rateur sur la fonction dõonde et la projeter sur un 

®tat propre de lõop®rateur

Les ®tats propres de lõop®rateur position sont tr¯s localis®s en espace; ceux 

de lõop®rateur vitesse (moment) sont des ondes planes 

Mars 2020
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La mécanique quantique permet de prédire le 

comportement des objets

2 problèmes à résoudre :

Å Comment ®volue la fonction dõonde de lõobjet quand il nõest pas 

observé/mesuré ?

ÅQuõest-ce que la mesure : le processus dõextraction de la fonction 

dõonde de valeurs (probabilistes) que lõon peut comparer aux r®sultats 

dõune exp®rience (interaction dõun syst¯me physique avec lõobjet 

quantique)

Mars 2020
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Comment ®volue lõ®quation dõonde : Equation de Schrºdinger

Il existe plusieurs ®quations pour d®terminer la propagation de la fonction dõ®tat 
(dõonde) ʕ(ᴆὶȟὸ.
La première (1925) dite de Schrödinger est valable pour les particules ayant une 

masse (différente de 0) à la limite non -relativiste (vitesse très inférieure à la celle 

de la lumière)

Opérateur 

Hamiltonien

Opérateur 

dõ®volution du 

temps

Ὄ
ᴆὴ

ςά
6ᴆὶρ

Dans les cas les plus courants, Ὄest 

indépendant du temps et est la 

somme de lõ®nergie cin®tique et de 

lõ®nergie potentielle

Mars 2020

On retrouve le couple de 

variables associées (énergie ð

temps)
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Equation de Schrödinger

Equation à 1 dimension :

Equation à 3 dimensions, (en notation condensée, puis détaillée)
ü

ςά
ɝ‪ᴆὶȟὸ ὠὶ‪ᴆὶȟὸ Ὥü

‬‪ᴆὶȟὸ

‬ὸ
ü

ςά

Ὠ ὼȟώȟᾀȟὸ

Ὠὼ

Ὠ ὼȟώȟᾀȟὸ

Ὠώ

Ὠ ὼȟÙȟÚȟὸ

Ὠᾀ
ὠὼȟώȟᾀ ὼȟώȟᾀȟὸ Ὥü

‬ ὼȟÙȟÚȟὸ

‬ὸ

ü

ςά

Ὠ ὼȟὸ

Ὠὼ
ὠὼ ὼȟὸ Ὥü

‬ ὼȟὸ

‬ὸ

LA MINUTE ZEN : LE PARISIEN

Mars 2020
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Equation de Schrödinger (à 1 dimension)

ü

ςά

Ὠ ὼȟὸ

Ὠὼ
ὠὼ ὼȟὸ Ὥü

‬ ὼȟὸ

‬ὸ

Propriétés
Å Linéarité Ą Superposition : si Ƿ1 et Ƿ2 sont 2 solutions (états) possibles : a Ƿ1 + b Ƿ2 

sont solutions

Å Déterminisme :  conditions initiales (ou aux limites) fix®es, lõ®volution est d®termin®e
Å Norme constante Ą loi de probabilité : si ɰὸ π ρalors ɰὸ ρpour tout t
Å Ehrenfest (théorème) : les valeurs moyennes des position/moment sont solutions des 

(presque) équations classiques (Hamilton/Newton) 

; 
ȟȟ

Mars 2020
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Fonctions dõ®tat ðEquation de Schrödinger

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie r®elle et partie 

imaginaire) dont le module au carré donne la probabilité de présence en un point 

donné

Faire une mesure, cõest faire agir lõop®rateur sur la fonction dõonde et la projeter sur un 

®tat propre de lõop®rateur

Les ®tats propres de lõop®rateur position sont tr¯s localis®s en espace; ceux de 

lõop®rateur vitesse (moment) sont des ondes planes

Lõ®quation de Schrºdinger d®termine lõ®volution de la fonction dõonde des 

particules non -relativistes ayant une masse

Mars 2020
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Equation de Schrödinger ðparticule libre

Une particule libre - V(x)=0, xᶅ  -peut °tre d®crite par une fonction dõonde 

gaussienne: la probabilit® de pr®sence dans lõespace sera d®termin®e par une 

position moyenne          (on supposera =0 au temps initial)

Et une dispersion autour de la valeur moyenne Ȓ(t) (dépend du temps)

X(t)

Ȓ(t)

X(t)

‪ὼȟὸ π
ρ

„π ς“
Ὡ Åᴐ

„ὸ
üὸ

ά„ὸ π
Ƞὴέόὶὸḻπ

La solution donn®e par lõ®quation de Schrºdinger 

démontre lõ®talement du paquet dõonde. 

Un électron, dont la position et connue à 10 -8 m près 

initialement, aura une dispersion de 10 -2 m une microseconde 

plus tard

Mars 2020
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Fonctions dõ®tat ðEquation de Schrödinger

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie r®elle et partie 

imaginaire) dont le module au carré donne la probabilité de présence en un point 

donné

Faire une mesure, cõest faire agir lõop®rateur sur la fonction dõonde et la projeter sur un 

®tat propre de lõop®rateur

Les ®tats propres de lõop®rateur position sont tr¯s localis®s en espace; ceux de 

lõop®rateur vitesse (moment) sont des ondes planes

Lõ®quation de Schrºdinger d®termine lõ®volution de la fonction dõonde des particules 

non -relativistes ayant une masse

Lõ®quation de Schrºdinger pr®dit lõ®talement dans lõespace des fonctions 

dõonde de particules libres initialement localis®es.

Mars 2020
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Equation de Schrödinger : états stationnaires

ü

ςά

Ὠ ὼȟὸ

Ὠὼ
ὠὼ ὼȟὸ Ὥü

‬ ὼȟὸ

‬ὸ

Equation de Schrödinger à 1 dimension (pour simplifier au départ)

Etats stationnaires

On peut factoriser la fonction dõonde en une partie çespace » et une 

partie « temps »

Dans ce cas lõ®quation de Schrºdinger devient :

Pour les états liés, les conditions aux limites détermine les valeurs possibles 

quantifiée de E (analogie avec les cordes vibrantes)

 ὼȟὸ ὃὼὩ ü

ü

ςά

Ὠὃὼ

Ὠὼ
ὠὼὃὼ Ὁὃὼ

Mars 2020
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Observable Définition Résultats Commentaires

Probabilité de présence 

en un point x

‪ὼȟὸ ‪ὼȟὸ‪ᶻὼȟὸ ς

,
ÓÉÎ

“ὲὼ

ὒ

Ne dépend pas du temps (état 
stationnaire)

Probabilité de présence 

totale Ὠὼ‪ᶻὼȟὸ‪ὼȟὸ 1 

La particule est certainement dans 

le puits

Position moyenne
ὼ Ὠὼ‪ᶻὼȟὸὼ‪ὼȟὸ ὼ

ὒ

ς

Valeur moyenne du carré

de la position ὼ Ὠὼ‪ᶻὼȟὸὼ‪ὼȟὸ ὼ
ὒ

σ

ςὒ

τὲ“

Écart autour de la valeur 

moyenne

ɝὼ ὼ ὼ
ɝὼ

ὒ

ρς

ςὒ

τὲ“

Vitesse moyenne άὺ ᷿Ὠὼ‪ᶻὼȟὸ Ὥᴐ
ȟ

) άὺ 0 Équilibre entre les 2 directions

Valeur moyenne du carré

de la quantité de 

mouvement

ὴ ᷿Ὠὼ‪ᶻὼȟὸᴐ
ȟ

) ὴ
“ᴐ

ὒ
ὲ

= ɝὴ car  άὺ 0

Energie (ici cinétique) Ὁ > Ὁ
“ᴐ

ςάὒ
ὲ

Exemple : la particule dans un puits de potentiel infini

Lõ®quation de Schrºdinger avec  V(x)=0 ; A(0)=0 et A(L)=0 : 

ὃὼ ςȾὒÓÉÎ
“ὲὼ

ὒ
Ą ὼȟὸ ὃὼὩ ü

Mars 2020
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Les ®tats stationnaires dõune particule dans 

un puits de potentiel à 2 -3 dimensions sont 

une généralisation du cas à une dimension :

ὃὼȟώȟᾀ
ψ

ὒὒὒ
ίὭὲ
ὲ“ὼ

ὒ
ίὭὲ
ὲ“ώ

ὒ
ίὭὲ
ὲ“ᾀ

ὒ

Dõ®nergie

Ὁ
“ᴐ

ςά

ὲ

ὒ

ὲ

ὒ

ὲ

ὒ

On dit que les niveaux dõ®nergiesont

dégénérés : plusieurs combinaisons de 

nombres quantiques peuvent avoir la même

énergie

Exemple : la particule dans un puits à 2 -3 dimensions

Exemple de fonction dõonde dans un 
puits à 2 dimension

Mars 2020
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Exemple : Calcul exact des fonctions dõonde des atomes  hydrog®noµdes

ü

ςά
ɝ‪ᴆὶ

ὤὩ

τ“‐ ᴆὶ
‪ᴆὶȟὸ Ὥü

‬‪ᴆὶȟὸ

‬ὸ

Lõ®quation de Schrºdinger pour un 

électron lié à un noyau à Z protons :

se résout simplement (!!!)

¨ lõaide des polyn¹mes de 

Laguerre (X,1834 -1886)

Et de Legendre (X, 1752 -1833) 

ὥ
τ“‐ᴐ

άὩ

Mars 2020
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Les fonctions dõonde de lõoscillateur harmonique ð1 dimension

Lõ®quation de Schrºdinger pour une particule de masse m (®tats 

stationnaires)

ü

ςά

Ὠὃὼ

Ὠὼ

ρ

ς
ά‫ὼὃὼ Ὁὃὼ

Le puits de potentiel parabolique (harmonique) 

ὠὼ
ρ

ς
ά‫ὼ

a une importance majeure, comme approximation pour 

les niveaux les plus bas de la plupart des potentiels

Les solutions directes font intervenir les polyn¹mes dõHermite Hn(x) (X, Norm Sup, 1822-

1901)

ὃ ὼ ȿὲ
ά‫

“ᴐ

ρ

ςὲȦ
Ὄ

ά‫

ᴐ
ὼ Ὡ ᴐ

Avec les niveaux dõ®nergie quantifi®s, ®quidistants  Ὁ ὲ ᴐ‫

Mars 2020
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Les fonctions dõonde de lõoscillateur harmonique

Wikipedia : AllenMcC

Le puits de potentiel parabolique (harmonique) et ses niveaux dõ®nergie ®quidistants

Ὄ
ὴ

ςά

ρ

ς
ά‫ὼ

Wikipedia : AllenMcC

Fonctions dõonde spatiale de 

lõoscillateur harmonique

Probabilit®s de pr®sence de lõoscillateur 

harmonique

Mars 2020
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Les fonctions dõonde de lõoscillateur harmonique ð1 dimension

Les op®rateurs quantiques pour lõoscillateur sont des outils de base pour les 

développements de la Mécanique quantique, « au -delà de Schrödinger ». 

Une normalisation des opérateurs : 

ὢ
ά‫

ᴐ
ὼȠὖ

ὴ

ά‫ᴐ
Ὡὸɠ

Ὄ

ᴐ‫

montre la sym®trie de lõhamiltonien :

ɠ
ρ

ς
ὖ ὢ

ρ

ς
ὢ Ὥὖ ὢ Ὥὖ

ρ

ς
Le terme supplémentaire ½ vient du fait que les opérateurs ὖet ὢne commutent pas ὖὢ ὢὖ

Nous venons dõinventer les op®rateurs de cr®ation et dõannihilation, qui seront utilisés pour 

mod®liser les r®actions o½ le nombre de particules nõest pas conserv®.

Si lõon d®finit : ὥ ὢ Ὥὖ Ὡὸὥ ὢ Ὥὖ

On fait agir les op®rateurs sur une fonction dõonde harmonique|n > :

ὥὲ ὲὲ ρ , op®rateur dõannihilation de quantum

ὥ ὲ ὲ ρὲ ρ , opérateur de création de quantum

ὥὥὲ ὲὲ , opérateur de comptage
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Fonctions dõ®tat ðEquation de Schrödinger

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie r®elle et partie 

imaginaire) dont le module au carré donne la probabilité de présence en un point 

donné

Faire une mesure, cõest faire agir lõop®rateur sur la fonction dõonde et la projeter sur un 

®tat propre de lõop®rateur

Les ®tats propres de lõop®rateur position sont tr¯s localis®s en espace; ceux de 

lõop®rateur vitesse (moment) sont des ondes planes

Lõ®quation de Schrºdinger d®termine lõ®volution de la fonction dõonde des particules 

non -relativistes ayant une masse

Lõ®quation de Schrºdinger pr®dit lõ®talement dans lõespace des fonctions dõonde de 

particules libres, initialement localisées.

Les particules liées (confinées dans un espace) ont des états quantifiés 

dõ®nergie
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Etat dõ®nergie minimum (T=0)

ÅCas des bosons : Ils peuvent tous occuper lõ®tat fondamental

Å Cas des fermions (spin ½) : 2 fermions par niveau

Exemple : Plusieurs particules dans un puits de potentiel infini

L0

n=4

n=3

n=2

n=1

L0

n=4

n=3

n=2

n=1

Ὁ
“ᴐ

ςάὒ
ψ

8 bosons (spin 0)8 fermions (spin ½)

Ὁ
“ᴐ

ςάὒ
ςρ ς σ τ

Ὁ
“ᴐ

ςάὒ
φπ

 
ρ

ςς
 ᴽ  ᴻ  

ρ

ςς
 

Manque lõantisym®trie par permutation des particules
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Etat dõ®nergie minimum lorsque T>0

Exemple : Plusieurs particules dans un puits de potentiel infini

Pour les fermions , tous les niveaux peuvent être occupés, selon la loi 

de Fermi -Dirac

έὧὧόὴρÏÕπὝ πᴼ

έὧὧόὴ Ὕ π
ρ

ρ ÅØÐ
Ὁ ‘
ὯὝ

Par Krishnavedala ñ Travail personnel, CC BY -SA 3.0, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=15478733

Les échanges 
permanents entre 
ces niveaux 
excités Ą
rayonnement du 
corps noir

Pour les bosons
έὧὧόὴ Ὕ π

ρ

ÅØÐ
Ὁ ‘
ὯὝ

ρ

TĄ0, formation dõun condensat de 

Bose-Einstein (zone bleue -blanche) 
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Fonctions dõ®tat ðEquation de Schrödinger

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie r®elle et partie 

imaginaire) dont le module au carré donne la probabilité de présence en un point 

donné

Faire une mesure, cõest faire agir lõop®rateur sur la fonction dõonde et la projeter sur un 

®tat propre de lõop®rateur

Les ®tats propres de lõop®rateur position sont tr¯s localis®s en espace; ceux de 

lõop®rateur vitesse (moment) sont des ondes planes

Lõ®quation de Schrºdinger d®termine lõ®volution de la fonction dõonde des particules 

non -relativistes ayant une masse

Lõ®quation de Schrºdinger pr®dit lõ®talement dans lõespace des fonctions dõonde de 

particules libres, initialement localisées.

Les fermions et les bosons li®s nõob®issent pas aux m°mes r¯gles 

dõoccupation des niveaux dõ®nergies quantifi®s
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Equation de Schrödinger ðlõeffet tunnel

Effet tunnel pour une particule quantique 

libre passant à travers une barrière de 

potentiel par effet tunnel

Ici vue de la probabilité de présence

Etats non liés ðondes planes

Potentiel

Barrière de potentiel
Hauteur V 0

Etats 
liés

III III

V0

Potentiel

Barrière de potentiel
Hauteur V 0

V0

Effet tunnel 

dõune particule 

confinée
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Equation de Schrödinger ðlõeffet tunnel

Etats non liés ðondes planes

Potentiel

Barrière de potentiel
Hauteur V 0

Etats 
liés

III III

V0

Zone I - Etat lié

ὃὼ ὃÃÏÓὯὼ • ȠὯ ςάὉȾü

Zone II ðEtat virtuel

ὃὼ ὄÅØÐὯὼ; kõςάὠ ὉȾü

Zone III ðOnde plane

ὃὼ ὅÅØÐὭὯὼ ; Ὧ ςάὉȾü

La continuit® de la fonction dõonde aux fronti¯res entre les zones 

détermine les inconnues ! , B, C

En première approximation, le taux de tunnelling à travers une barrière de 

largeur a est 

Ὕ ÅØÐ
ü

)
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Effet tunnel ðradioactivité alpha

Extrait du cours de Dalibard ðX)

Modèle de la 

radioactivité 

(émission spontanée 

dõun noyau dõH®lium

par effet Tunnel

Gamow (1929)
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Effet tunnel et microscope électronique

Lõeffet tunnel est ¨ la base du microscope ¨ effet tunnel permet de çvisualiser » 

les nuages électroniques des matériaux  

Par Christophe Dang Ngoc Chan ( Cdang ) ñ Microscope effet tunnel.png, CC 
BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=38821765

Effet tunnel

Atomes de silicium à la surface d'un 

cristal de carbure de silicium (SiC) : 

source wikipedia
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Fonctions dõ®tat ðEquation de Schrödinger

La fonction dõonde dõune particule est une fonction complexe (partie r®elle et partie 

imaginaire) dont le module au carré donne la probabilité de présence en un point 

donné

Faire une mesure, cõest faire agir lõop®rateur sur la fonction dõonde et la projeter sur un 

®tat propre de lõop®rateur

Les ®tats propres de lõop®rateur position sont tr¯s localis®es en espace; ceux de 

lõop®rateur vitesse (moment) sont des ondes planes

Lõ®quation de Schrºdinger d®termine lõ®volution de la fonction dõonde des particules 

non -relativistes ayant une masse

Lõ®quation de Schrºdinger pr®dit lõ®talement dans lõespace des fonctions dõonde de 

particules libres, initialement localisées.

Les fermions et les bosons li®s nõob®issent pas aux m°mes r¯gles dõoccupation des 

niveaux dõ®nergies quantifi®s.

Lõeffet tunnel est un effet purement quantique calculable par lõ®quation de 

Schrödinger ; il est à la base de multiples applications (radioactivité, 

microscopie ®lectronique,é)
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Lõexp®rience dõYoung revisit®e

Illustration de la dualité onde -corpuscule 

Expérience considérée 

par beaucoup comme la 

plus belle expérience de 

physique.

JC BENOIST pour wikipedia
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Lõexp®rience dõYoung revisit®e

Canon à électrons

Probabilité de présence
(position)

Probabilité de vitesse

ȕ(x, t) =Â Ƿ(x, t) 

La mesure de position ðd®tection sur lõ®cran ðmodifie la fonction 

dõonde, en v®rifiant les relations dõHeisenberg 

Ƿ(x, t=0) Ƿ(x, t)
Ὄ Ὄ
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Lõexp®rience dõYoung revisit®e ð2 fentes

Probabilité de présence

Probabilité de vitesse

Les 2 fentes modifient la fonction dõonde et la 

transforme en somme (interférences) de 2 ondes 

de diffraction ( cohérentes ) dõonde, en v®rifiant 

les relations dõHeisenberg 

Canon à électrons

M
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Ƿ(x, t=0) Ƿ(x, t)

Ὄ Ὄ
U1(x, t) + U2(x, t) ȕ(x, t) =Â Ƿ(x, t) 
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